ГЛАВА 3. ГРАДИЕНТ ФУНКЦИОНАЛА. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ

Рассматриваются градиенты функционалов, определенных на множестве решений обыкновенных дифференциальных уравнений, параболического уравнения, гиперболического уравнения. Множество решений порождено управляющими воздействиями из заданных множеств гильбертовых пространств. Приведены алгоритмы определения градиентов соответствующих функционалов, условия Липшица для градиентов, а также условия оптимальности для различных задач оптимального управления.

Эти результаты необходимы для построения минимизирующих последовательностей, приведенных в следующей главе.

ЛЕКЦИЯ 11. ГРАДИЕНТ ФУНКЦИОНАЛА НА МНОЖЕСТВЕ РЕШЕНИЙ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Ставятся следующие две задачи:


Задача 1. Найти градиент функционала (1) при условиях (2), (3) в любой точке множества U.


Задача 2. Найти условия оптимальности для задачи оптимального управления (1)-(3).


Градиент функционала. Введем следующие обозначения
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Полагаем, что функции 
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Теорема 1. Пусть функции 
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Тогда функционал (1) при условиях (2), (3) непрерывен и дифференцируем по Фреше в любой точке 
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б) приращение функционала. Приращение функционала равно
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По формуле конечных приращений Лагранжа имеем
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Из (20), (21) получим
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Как следует из (12), второе слагаемое приращения функционала
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Теперь приращение функционала (22) с учетом (25) запишется в виде
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Применяя формулу конечных приращений Лагранжа, получим
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Тогда приращение функционала (26) может быть представлено так:
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в) оценка 
[image: image98.wmf]1

R

. Как следует из формулы (23),

[image: image99.wmf]2

1

1

1

1

1

1

)

(

)

(

))

(

(

))

(

)

(

(

t

x

L

t

x

x

t

x

Ф

x

t

x

t

x

Ф

R

D

£

D

¶

¶

-

¶

D

+

¶

£

q

,
в силу неравенства (9). Отсюда, с учетом оценки (19), получим
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Отсюда с учетом того, что
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Из (30) и (33) следует оценка
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Как следует из (27), приращение функционала
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Теорема доказана.


Кратко сформулируем алгоритм вычисления градиента функционала.
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3. Вычислим градиент функционала 
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ЛЕКЦИЯ 12. УСЛОВИЕ ЛИПШИЦА ДЛЯ ГРАДИЕНТА ФУНКЦИОНАЛА. УСЛОВИЯ ОПТИМАЛЬНОСТИ


Условие Липшица. Рассмотрим задачу оптимального управления (1)​​ – (3) из лекции 11. Для оценки скорости сходимости методов минимизации требуется, чтобы функционал
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Теорема 1. Пусть выполнены все условия теоремы 1 из лекции 11, и пусть, кроме того:


1) функция 
[image: image142.wmf]I

R

R

t

u

x

t

u

x

f

m

n

´

´

Î

)

,

,

(

),

,

,

(

 удовлетворяет условию



[image: image143.wmf]0

,

,

)

,

,

(

1

0

1

0

³

=

+

£

const

c

c

x

c

c

t

u

x

f

;                            (4)


2) множество
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Тогда градиент функционала (см. лекция 11, (10) – (12))
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Доказательство. Из (6) следует, что
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Заметим, что
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Решение дифференциального уравнения (2) имеет вид
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Отсюда, с учетом (4), имеем
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Применяя лемму Гронуолла, из (13) получим
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Так как 
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Как следует из (5), (14), если множество
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Теперь из (15) следует, что
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Отсюда в силу леммы Гронуолла получим оценку
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Рассмотрим разность 
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Отсюда с учетом равенства (18) имеем
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Как показано в лекции 11 (см. (19)), 
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Из оценки (12), на основе неравенств (16), (17), (19), имеем
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Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1 из лекции 11, и пусть, кроме того
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ограничено и замкнуто и выполнены оценки (16). Тогда верны оценки (17), (19). Следовательно, градиент 
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Условия оптимальности. Для задачи оптимального управления (1) – (3) необходимое условие оптимальности дает следующая теорема.


Теорема 3. Пусть выполнены все условия теоремы 1 из лекции 11, множество U выпукло, 
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Доказательство теоремы непосредственно следует из теоремы 3 лекции 8, градиент 
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Линейные системы. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Теорема 5. Пусть элементы матрицы 
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Тогда функционал (21) при условиях (22), (23) является выпуклым.

Доказательство. Можно показать, что 
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ЛЕКЦИЯ 13. ЛИНЕЙНЫЕ СИСТЕМЫ. ДИСКРЕТНЫЕ СИСТЕМЫ


Линейные системы. Рассмотрим задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Теорема 1. Пусть элементы матрицы 
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Тогда функционал (1) при условиях (2), (3) является сильно выпуклым.
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Доказательство теоремы аналогично доказательству теоремы 2.


Дискретные системы. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления с дискретным временем: минимизировать функционал
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Теорема 3. Пусть функции 
[image: image295.wmf])

(

),

,

(

),

,

(

0

x

Ф

u

x

F

u

x

F

i

i

 непрерывны по совокупности своих аргументов вместе со своими частными производными по переменным 
[image: image296.wmf]1

,

0

,

,

-

=

Ì

Î

Î

N

i

R

V

u

R

x

m

i

n

, и пусть, кроме того


[image: image297.wmf](

)

x

L

x

Ф

x

x

Ф

h

x

L

u

x

F

h

u

x

x

F

x

x

R

R

R

i

i

m

n

n

D

£

-

D

+

+

D

£

-

+

D

+

)

(

)

(

,

)

,

(

)

,

(

,


[image: image298.wmf](

)

m

n

R

R

x

i

x

i

h

x

L

u

x

F

h

u

x

x

F

+

D

£

-

+

D

+

)

,

(

)

,

(

,


[image: image299.wmf](

)

m

n

R

R

u

i

u

i

h

x

L

u

x

F

h

u

x

x

F

+

D

£

-

+

D

+

)

,

(

)

,

(

,


[image: image300.wmf](

)

m

n

x

i

x

i

R

R

h

x

L

u

x

F

h

u

x

x

F

+

D

£

-

+

D

+

)

,

(

)

,

(

0

0

,


[image: image301.wmf](

)

m

n

u

i

u

i

R

R

h

x

L

u

x

F

h

u

x

x

F

+

D

£

-

+

D

+

)

,

(

)

,

(

0

0

,



[image: image302.wmf]1

,

0

,

,

,

,

-

=

Î

+

"

Î

D

+

"

N

i

V

h

u

u

R

x

x

x

i

n

.                           (4)


Тогда функционал (1) при условиях (2), (3) дифференцируем по Фреше, причем градиент
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Заметим, что (см. (6), (7))


[image: image316.wmf][

]

=

D

-

D

=

D

=

D

å

-

=

-

+

-

1

0

1

1

1

,

,

,

),

(

N

i

i

i

i

i

N

N

N

N

x

x

x

x

x

x

Ф

y

y

y



 EMBED Equation.3  [image: image317.wmf]å

å

-

=

-

=

D

-

-

+

D

+

=

1

0

1

0

),

,

,

(

)

,

(

)

,

(

,

N

i

i

i

i

i

x

i

N

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

x

u

x

H

u

x

F

h

u

x

x

F

y

y

.

Теперь приращение функционала (8) запишется в виде
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Из (7) с учетом (4) имеем
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Для дискретной системы лемма Гронуолла имеет вид: если величины 
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Аналогичным путем, как в доказательстве теоремы 1 из лекции 11, для 
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Таким образом, как следует из (10), градиент 
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Как следует из доказательства теоремы 3, градиент функционала определяется таким же способом, что и в доказательстве теоремы 1 из лекции 11. Аналогичным приемом могут быть доказаны следующие теоремы.
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В качестве примера рассмотрим задачу оптимального управления линейной дискретной системой
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На основе теорем 3 – 5 для задачи (19) – (21) могут быть получены следующие результаты:


а) градиент функционала
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ЛЕКЦИЯ 14. ГРАДИЕНТ ФУНКЦИОНАЛА НА МНОЖЕСТВЕ РЕШЕНИЙ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ


Градиент функционала. Рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Первое слагаемое приращения функционала (13), с учетом (9), можно записать в виде
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Теперь приращение функционала (13) имеет вид
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Для любых a и b квадрат 
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[image: image482.wmf][

]

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

D

¶

£

ú

û

ù

ê

ë

é

D

-

¶

D

¶

=

D

ò

ò

2

2

2

)

,

(

2

)

,

(

)

,

(

)

,

(

x

x

x

x

d

s

t

x

t

l

x

d

s

t

x

t

s

x

l

s

l

s



[image: image483.wmf][

]

[

]

2

2

0

2

)

,

(

2

)

,

(

2

)

,

(

2

t

l

x

ds

s

t

s

x

l

t

l

x

l

D

+

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

D

¶

£

D

+

ò

,

то



[image: image484.wmf][

]

[

]

ò

òò

òò

D

+

ú

û

ù

ê

ë

é

¶

D

¶

£

D

1

0

2

2

2

2

)

,

(

2

)

,

(

2

)

,

(

t

Q

Q

dt

t

l

x

l

dt

ds

s

t

s

x

l

dt

ds

t

s

x

.        (18)

Подставляя (18) в правую часть (17), получим
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Из (15), с учетом (20), имеем
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Условие Липшица. Можно показать, что функционал (1) при условиях (2) – (5) принадлежит 
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Теорема 2. Градиент функционала 
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Доказательство. Аналогичным путем, как в случае оценки 
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Теорема доказана.


Заметим, что: 1) функционал (1) при условиях (2) – (5) является выпуклым.

Доказательство данного утверждения непосредственно следует из линейности краевой задачи (2) – (5) и равенства
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2) поскольку множество U выпуклое ограниченное замкнутое множество, функционал 
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Как показано в доказательстве теоремы 1, верно равенство
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Кратко изложим алгоритм вычисления градиента функционала 
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ЛЕКЦИЯ 15. ГРАДИЕНТ ФУНКЦИОНАЛА НА МНОЖЕСТВЕ РЕШЕНИЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ


А. Рассмотрим задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Физическое содержание задачи: уравнение движения упругой гибкой струны имеет вид (2). Один конец струны свободен, на другой конец действует внешняя сила 
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4) выполняется интегральное тождество
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Можно показать, что краевая задача (2) – (4) при каждом фиксированном 
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Теорема 1. Функционал (1) при условиях (2) – (5) непрерывно дифференцируем по Фреше в каждой точке 
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Доказательство. Решением краевой задачи (8) – (11) является функция 
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Пусть 
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Приращение функционала
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Из (16) с учетом (6) получим оценку
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Отсюда, с учетом оценки (17), получим (7). Теорема доказана.


Кратко изложим алгоритм вычисления 
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Можно показать, что:
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б) функционал (1) при условиях (2) – (4) является выпуклым в силу того, что
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в) необходимое и достаточное условие оптимальности имеет вид
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Б. Рассмотрим задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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Решением краевой задачи (19) – (23) при фиксированном 
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Теорема 2. Функционал (18) при условиях (19) – (23) непрерывно дифференцируем по Фреше в точке 
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Приращение функционала
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Из (31), с учетом (28) – (30), (24) – (27), имеем
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Отсюда следует (24). Теорема доказана.


Могут быть доказаны следующие утверждения: 1) функционал (18) при условиях (19) – (23) принадлежит классу 
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2) функционал (18) при условиях (19) – (23) является выпуклым;


3) необходимое и достаточное условие оптимальности имеет вид
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при всех 
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Рекомендуемая литература по материалам лекций 14, 15:

1. Васильев Ф. П. Лекции по методам решения экстремальных задач. – М.: Изд-во МГУ, 1974.

2. Егоров А. И. Оптимальное управление тепловыми и диффузионными процессами. – М.: Наука, 1978.

3. Лионс Ж.-Л. Оптимальное управление системами, описываемыми уравнениями с частными производными. – М.: Мир, 1972.

4. Сеа Ж. Оптимизация. Теория и алгоритм. – М.: Мир, 1973.

5. Экланд И., Темам Р. Выпуклый анализ и вариационные проблемы. – М.: Мир, 1979.
ГЛАВА 4. МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИОНАЛОВ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ


В лекциях 16 – 20 приведены основные методы минимизации: градиентный метод, метод проекции градиента, метод условного градиента, метод сопряженных направлений, метод Ньютона, метод штрафных функционалов. Изложены алгоритмы указанных методов, основные теоремы о минимизирующих последовательностях и оценки их сходимости, приведены примеры.

ЛЕКЦИЯ 16. ГРАДИЕНТНЫЙ МЕТОД


Рассмотрим оптимизационную задачу
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Алгоритм построения последовательности.

1. Выбирается начальная точка 
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4.
Существуют различные способы выбора величины 
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б) можно принять 
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(например, 
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Теорема 1. Пусть функционал 
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Доказательство. Из (3) следует, что 
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Поскольку 
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Следовательно,
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Из правого неравенства следует, что
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Теперь неравенство (4) с учетом соотношения (5) запишется в виде
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Из (6) следует, что
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, и пусть, кроме того:
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Итак, доказана оценка (8). Теорема доказана.


Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1, и пусть, кроме того, 
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2) справедливы следующие оценки скорости сходимости
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Доказательство. Свойства сильно выпуклых функционалов приведены в лекции 7. Как следует из теоремы 4 (лекция 7), множество 
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Как было доказано выше, верно неравенство (см. (10))
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Из (13), (14) следует, что последовательность 
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Как следует из теоремы 2 (лекция 7), верно неравенство
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Из (16), (17) следует, что 
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Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления (1) – (3) из лекции 11, когда 
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Для задачи оптимального управления (18) – (20) применима теорема 1. Следовательно, значение функционала (18) при условиях (19), (20) строго убывает и 
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ЛЕКЦИЯ 17. МЕТОД ПРОЕКЦИИ ГРАДИЕНТА


Рассмотрим оптимизационную задачу
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Теорема 1. Пусть функционал 
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Отсюда получим
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Согласно лемме 4 (лекция 2) справедливо неравенство
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Из соотношений (7), (8) с учетом неравенства (3) имеем
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Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1, и пусть, кроме того, 
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Доказательство. Как и в доказательстве теоремы градиентного метода, можно показать, что: 1) 
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Как следует из соотношения (7), справедливо неравенство (при 
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Тогда из (11), (12) следует, что
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Доказательство. Поскольку сильно выпуклый функционал является строго выпуклым, то, как следует из теоремы о глобальном минимуме, 
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Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления
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Согласно формуле (2), последовательность 
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Пример 2. Рассмотрим задачу оптимального управления для линейных систем (см. лекцию 13)



[image: image925.wmf]inf

))

(

(

)

),

(

),

(

(

))

(

(

1

0

1

0

®

+

=

·

ò

t

x

Ф

dt

t

t

u

t

x

f

u

J

t

t

,                        (21)



[image: image926.wmf][

]

1

0

0

0

,

,

)

(

),

(

)

(

)

(

t

t

I

t

x

t

x

t

f

u

t

B

x

t

A

x

=

Î

=

+

+

=

·

,                     (22)



[image: image927.wmf]{

}

I

t

m

i

t

t

u

t

R

I

L

u

t

U

t

u

i

i

i

m

Î

=

£

£

Î

·

=

Î

,

,

1

),

(

)

(

)

(

/

)

,

(

)

(

)

(

)

(

2

b

a

.     (23)


Градиент функционала 
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Последовательность 
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Пример 3. Рассмотрим задачу оптимального управления (1) – (4) (лекция 14)
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Согласно результатам лекции 8 (проекция точки на множество) имеем
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Для задачи (26) – (29) последовательности (30) – (31) являются минимизирующими.


Пример 4. Рассмотрим задачу оптимального управления (1) – (5) (лекция 15)
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Градиент функционала (32) при условиях (33) – (36) определяется по формуле 
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Для задачи (32) – (36) последовательности (37), (38) являются минимизирующими.
ЛЕКЦИЯ 18. МЕТОД УСЛОВНОГО ГРАДИЕНТА


Рассмотрим оптимизационную задачу
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б) выбрать 
[image: image977.wmf]1

=

n

a

 и проверить выполнение условия 
[image: image978.wmf])

(

)

(

1

n

n

u

J

u

J

<

+

. Если данное условие не выполняется, то необходимо дробить 
[image: image979.wmf]n

a

 до тех пор, пока не выполняется данное неравенство;

в) если 
[image: image980.wmf])

(

)

(

1

,

1

U

C

u

J

Î

, то


[image: image981.wmf]e

r

e

r

a

2

2

0

,

),

(

;

1

min

0

2

+

£

£

<

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

-

-

¢

=

L

u

u

u

u

u

J

n

n

n

H

n

n

n

n

n

,


[image: image982.wmf]0

,

0

0

>

>

e

e

 – параметры метода. В частности, 
[image: image983.wmf]2

,

1

L

L

n

=

=

e

r

.
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Отсюда имеем
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Поскольку величина 
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Из (6) имеем
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Из (8) и (9) при 
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Доказательство. Поскольку U – слабо бикомпактное множество и выпуклый функционал 
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Отсюда, в силу доказанного 
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Из (12), (14) получим



[image: image1058.wmf]0

2

2

1

,

2

n

n

D

L

a

a

a

n

n

n

³

³

-

+

.                                     (15)


Далее, применяя лемму о числовой последовательности 
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Отсюда следует оценка (11). Теорема доказана.
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Доказательство. Как следует из теоремы о глобальном минимуме (см. лекцию 8), в случае, когда 
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Из утверждения теоремы 2 следует, что 
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Отсюда следует оценка (16), где 
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Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления
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Покажем алгоритм решения задачи (18) – (20) методом условного градиента. Заметим, что U – выпуклое ограниченное замкнутое множество из гильбертова пространства 
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По формулам (21) – (24) можно найти градиент функционала 
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Из (25) – (27) следует, что компоненты вектор функции 
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Пример 2. Рассмотрим задачу оптимального управления
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Для задачи (28) – (31) последовательность 
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По формулам (32) – (37) можно найти градиент функционала 
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Решением задачи (38) является
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ЛЕКЦИЯ 19. МЕТОД СОПРЯЖЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЙ. МЕТОД НЬЮТОНА


Метод сопряженных направлений. Рассмотрим оптимизационную задачу
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Отсюда с учетом равенства (9) имеем
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Докажем оценки (6), (7). Из (10), (14) следует, что
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Из (15), (16) следует, что
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Из (17) следует, что
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Метод Ньютона. Рассмотрим оптимизационную задачу
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Теорема 2. Пусть U – выпуклое замкнутое множество из X, функционал 
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Отсюда с учетом того, что 
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Из (24) после замены n на n-1 получим 
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Из (26), (27) следует, что
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Поскольку производная
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Согласно формуле конечных приращений Лагранжа
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Из (29), (30) имеем
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Из (31) при 
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В общем случае
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ЛЕКЦИЯ 20. МЕТОД ШТРАФНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ


Рассмотрим задачу оптимального управления
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Определение 1. Последовательность функционалов 
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2. Вводится функционал
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Доказательство.  Поскольку 
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Здесь были использованы соотношения (3) – (5), 
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Отсюда имеем соотношение (6). Первое утверждение теоремы доказано.
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Теорема 2. Пусть выполнены следующие условия:
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Пример 1. Рассмотрим задачу оптимального управления:
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Для учета фазовых ограничений (18) введем штрафную функцию
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Теперь задачу (15) – (18) заменим на следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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при условиях
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Задача (19) – (21) может быть решена известным методом минимизации (методом проекции градиента, методом условного градиента, методом Ньютона).


Пример 2. Рассмотрим задачу оптимального управления (15) – (17) с ограничениями на правом конце траектории
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 – заданные числа. Для учета ограничений (22) введем штрафную функцию
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Вместо исходной задачи (15) – (17), (22) рассмотрим следующую задачу оптимального управления: минимизировать функционал
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                     (23) при условиях
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Задача оптимального управления (23) – (25) может быть решена известными методами минимизации.


Заключение. Приведенные в лекциях 16 – 20 методы минимизации в банаховом пространстве по форме ничем не отличаются от имеющих такие же названия методов оптимизации в конечномерном пространстве 
[image: image1417.wmf]n

R

.


Как следует из доказанных теорем, сильная сходимость минимизирующих последовательностей гарантируется только для сильно выпуклых функционалов. В случаях, когда минимизируемый функционал не является сильно выпуклым, построенные последовательности сходятся к точке минимума слабо. В этих случаях для получения сильно сходящихся минимизирующих последовательностей необходимо применить метод регуляризации А. Н. Тихонова.
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